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　　作为中学教师，我们为什么要学高等数学？

我的回答是：不只是因为可能教这样的知识有赖

于闻道在先，也不只是担心这样的知识会下放而需要

未雨绸缪。而是因为，我们需要这样的修养。

事实上，如果没有这样的修养，我们就不能真正

理解中学数学。

比如函数，初中定义了，高中为什么还要重新定

义，它们有什么不同？为什么允许“多对一”，不允许

“一对多”？现实有怎样的需求？理论有怎样的逻辑？

历史有怎样的动因？如何生成和发展？最原始的思

想是什么？最核心的本质是什么？从变量说到对应

说，再到关系说，给我们怎样的启示？回应这些问题，

都离不开大学的修养。

在中学，我们所接触的函数都是常态的，只有在

大学，我们才能见到一些“病态”的函数。而正是这些

反例，在让我们震惊的同时，也让我们领悟到了函数

的本质。比如，中学讲表示函数的三种方法，但实际

上存在很多函数，既不能列表表示，也作不出它的图

像，更无法写出它的解析式。我们可以构造这样的函

数，给定了对应法则，却写不出某点的函数值。如圆

周率π的小数点后第狀位的值犳（狀），显然是一个函

数。但狀＝２万亿时，犳（狀）是多少？至少现在，我们还

不知道（最新纪录π的精确值到小数点后１２４１１亿

位）。在中学，我们遇到的函数大多是连续的，而且是

光滑的，所以作函数图像时，我们总是先描点，再用光

滑的曲线联结。这样做的依据是什么？只有大学的

知识才能解释。另外，通过大学的学习我们才知道，

存在这样的函数，处处连续，但处处不光滑。

诸如此类，如果不具备这样的视野，我们对函数

的理解就只能是坐井观天，在教学实践中就可能犯很

多错误。下面的很多例子就发生在中学的课堂上。

比如，课题“选择怎样的上网方式，付费最少？”这里

月费用狔是上网时间狓的函数。很多执教者这样说：“上

网时间非负，可以是１小时，２小时，１００小时，１００００小

时，以至无穷大。”画图像时又说：“直线可以无限延长。”

你看，教师强调的是定义域，又恰恰对定义域给

出了错误的判断。这当然不是知识问题，而是修养问

题。只有在大学，才会出现一些真问题，让我们对定

义域保持足够的警惕。

又比如，出租车计费问题。这由两部分构成，即

起步价和计时价。罗增儒教授调查发现，很多初学者

不认为这是函数关系。说明，我们的函数教学，需要

居高临下，实现由“变量说”到“对应说”的根本转变。

下面以统计为例。统计的问题可能更为严重。

高考题总是将频率作为概率。这是什么意思，为

什么可以？中学只讲统计方法，不讲统计理论，而正

是大学的理论为中学的方法提供了依据。如果没有

大学的统计修养，我们，作为教师，就会知其然不知其

所以然，在一些基本问题上犯错。

比如，有一道题：小明投篮５次，命中４次，他说

一次投中的概率是４
５
，对吗？

这种说法当然是不对的，理由呢？很多教师的解

释是：“因为试验次数太少，不能估计概率”。

为什么试验次数少就不能估计概率呢？如此简

单的问题，都经不起追问。同样错误的表述还有：“用

频率的稳定值估计概率”，“随着试验次数的增加，频

率越来越接近概率”，等等。我们知道，如果教师真正
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理解了“大数定律”，这样的错误是不会发生的。

再看“相互独立事件同时发生的概率”问题。什

么是事件的独立性？教材是这样定义的：事件犃（或

犅）是否发生对事件犅（或犃）发生的概率没有影响。

常常被一些教师说成：事件犃 是否发生对事件犅 的

发生没有影响。遗漏了“概率”一词。特别地，在对两

个具体事件进行判断时，往往用直观的方法，这也容

易导致对“概率”一词的忽略。

举一个例子：分别抛掷两枚质地均匀的硬币，设

事件犃：第１枚为正面，事件犅：第２枚为正面，事件

犆：２枚结果相同。犃，犅，犆中哪两个相互独立？

犃和犅 相互独立，可以直观判断。

犃和犆（或者犅和犆）呢？注意到，事件犆有２种

可能（同是正面或同是反面），但在事件犃 发生的情

况下，事件犆就只有１种可能了。那么犃 和犆 是否

独立呢？

事实上，犃，犆也是相互独立的。很多人为什么犯

错，留给各位思考。

进一步思考“狀个事件相互独立”。教材中有这

样一段话：一般地，如果事件犃１，犃２，…，犃狀 相互独

立，那么这狀个事件同时发生的概率，等于每个事件

发生的概率的积。

这里，并没有给“狀个事件相互独立”下定义。有

人便想当然地认为：如果事件犃１，犃２，…，犃狀 中的任

何两个都是相互独立的，那么就说犃１，犃２，…，犃狀 相

互独立。

值得注意的是，在很多情况下都可以这样“推

广”。比如，从两个数互素到狀个数互素，从两条直线

平行到狀条直线平行，等等。此处却大谬不然。可

见，我们需要居高临下。

我们再看独立性检验。教材是以“吸烟是否对患

癌症有影响”为题来讨论的。由列联表计算出犽≈

５６．６３２，由于犽远大于６．６３５，即判断“吸烟与患癌症

有关系”，这一判断错误的概率不会超过０．０１。

接着的例１：讨论“能否在犯错误概率不超过０．０１

的前提下认为秃头与患心脏病有关系”。由列联表计算

出犽≈１６．３７３＞６．６３５，因此在犯错误概率不超过０．０１的

前提下认为秃头与患心脏病有关系。

有教师“发现”，当犯错误概率的上界α＝０．０１０

时，临界值犽０＝６．６３５；当α＝０．００５时，犽０＝７．８７９；当

α＝０．００１时，犽０＝１０．８２８。显然，这里的犽≈１６．３７３

不仅大于α＝０．０１０的对应值，也大于α＝０．００５的对

应值，甚至大于α＝０．００１的对应值。犯错的概率越

来越小，不是越来越精确吗？于是，自以为是地将结

论改成：“在犯错误概率不超过０．００１的前提下认为

秃头与患心脏病有关系。”于是，这些教师还认为教材

“有误”！

在一般情况下，这样思考是对的，我们希望不等

式更精致，希望命题更精准，希望结果更精确。

在这里，却错了。错在哪里？留给各位去判断。

（统计学有一个原则，即规则在前。只有规则在前，才

能保证统计决策的可靠性、科学性，从而保证现实的

公平性）

再看我最近的一个调查：人教Ａ版《数学》（选修

２３），“离散型随机变量及其分布列”一节中习题２．１

第３题：对于给定的随机试验，定义在其上的任何一

个随机变量，都可以描述这个随机试验可能出现的所

有随机事件吗？为什么？

对于这道题，大多数教师给出的答案都是错误

的。尽管教材在多个地方潜藏着本题的答案。如定

义随机变量后，说：“利用随机变量可以表示一些事

件”；随后又说：“在研究随机现象时，需要根据所关心

的问题恰当地定义随机变量”；在掷骰子的分布列后，

说：“利用这个表可以求出由犡 表示的事件的概率”。

可惜，很多教师对这些提法熟视无睹，体会不到其中

的微言大义。

为什么？缺乏对统计学的必要修养。当今，我们

已进入大数据时代，统计知识、统计决策、统计思维已

经成为未来公民的基本常识。但我们的中学课堂却

因高等教育的偏颇而先天不足。这难道不是中学教

师需要大学课程的反证吗？

大学的数学修养不够，往往直接影响对教学的设计。

比如中学讲集合，不是讲集合论，而是作为数学

的语言来学的；中学讲充要条件、全称量词、存在量

词，及它们的否定，不是讲逻辑，同样是作为用语，它

们的定位都是语言，而不是理论。但作为教师，除了

应准确把握这些知识的教学定位之外，没有对理论的

初步了解，行吗？

再比如导数。导数是什么？

（
导数是特殊的极限

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）

Δ
）狓
。但中学是不讲

极限的。不讲极限，怎么讲导数？这其实提出了更高

的要求，要求把极限的概念在直觉上显然起来。克莱

因说：“一个数学上的主题，只有在成为直觉上的显然

以后，才算研究到家了。”这意味着什么？我们可以说

得极端一点，在大学，如果你记住了εδ的那套语言，

就可以照本宣科了。但中学不行，你必须把εδ研究

到家，使其成为直观上的显然。εδ虽然不在场，但却

深刻地影响着在场的直观。当你不讲εδ时，其实要

求对εδ有更深刻的理解。这就是中学，优秀的中学

教师一点都不比大学教师的知识储备逊色。

如果大学数学是抽象的，中学数学其实为大学数
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学提供了丰富的直观。如果大学数学是一般的，中学

数学其实为大学数学准备了丰富的具体。作为学生，

由直观到抽象，由具体到一般，符合学习的规律，没有

问题。但作为教者，就有问题了。教师必须居高临

下，站在数学的高处，鸟瞰中学数学。因为直观离不

开抽象的指导，具体离不开一般的引领。

涉及教学，大学修养所产生的影响就更多了，而

且是无形的。

中学内容分四条主线：函数，代数，几何，统计。

你对其中每一个领域的整体把握如何？函数是描述

客观世界变化规律的重要数学模型。这里，客观世界

到模型，就决定了我们的教法。代数研究的是运算，

运算就是式的变形，因此，代数重形式。几何研究的

是图形，这就需要直观感知，操作确认，思辨论证，度

量计算。统计作为一种实践活动，就得较为系统地经

历数据收集与处理的全过程。

数学中分公理、定理、原理、法则。就数学而言，

公理是给定的，定理是推导的，原理是概括的，法则是

规定。那么，公理怎么教？定理怎么教？原理怎么

教？法则怎么教？这些靠的不仅仅是概念，更重要的

是修养。举一个简单的例子。比如讲“负负得正”。

你可以直接告诉学生，从数学科学的角度考量是可以

的；但从数学教学的角度考量，是不行的，因为它不利

于学生的理解，无以解惑。于是，有两种方案，一是设

置情境；二是追寻数学的内部矛盾。有人费尽心思做

了这样的设计：用运算律来推导。也就是把运算律作

为已知，通过逻辑推理得到运算法则。我们知道，这

样的设计是有问题的。问题在哪？因为从高等代数

的观点来看，数的运算法则是规定的，不是推导出来

的。如群的定义，先规定运算法则，然后才可以研究

运算律是否成立。怎么可以反其道而行之呢？

中学数学从内容特征来看，还可以分为语言类、

模型类、方法类、工具类、随机类等等。每一类都有怎

样的特点，应该如何设计教学，都离不开高屋建瓴的

体悟。

教学中数学知识的存在有四种状态：现实情境，

历史背景，数学活动，案例文本。举例来说，讲函数、

方程，当然应该从现实情境出发；讲勾股定理，它的历

史则更能使人震撼；如果讲复数，理所当然应着眼于

数学内部的矛盾运动；如果要讲数学归纳法，案例模

仿可能是很好的选择。我们该如何设计？

虽然面对的都是中学内容，不同修养者的见识却

迥然不同。

在著名数学家张景中院士看来，小学数学就有函

数的思想。比如加法，２＋３＝５，对给定的数对（２，３），

５是唯一确定，这是二元函数。矩形面积等于长乘以

宽，也是二元函数；梯形面积等于上底加下底的和，再

乘以高除以２，是三元函数。乘法口诀九九表的规

律、做除法的试商、解应用题的探究等，都可以看到函

数的影子。

有一道华杯赛题，如图１：

试根据这一数表，写出某

一位置上的数。一般人看到

的，只是按某种规律排列的数

字串。而具备大学修养者，看

到了什么？有理数是可数的，

这就是学识。这也告诉我们，

高水平的竞赛题是如何生成的。

中学知道无穷，无穷依赖想象；读了大学，你才知

道，无穷是可以研究的，无穷还有等级，一个集合可以

和它的真子集一一对应，这是在中学无法想象的。类

似的，还有辛普森悖论：分组比较中都占优势的一方

在总评中可能反而失势，“少数服从多数”也可能出现

悖论，等等，也是在中学无法想象的。而正是这些无

法想象的东西，使中学课堂焕发出生命的活力。

讲到这里，有人可能会说：“我不需要这样的修

养，又怎么样？我只要会抓升学率就行了。”问题是，

没有高等数学的修养，你能抓好升学率吗？现在的

高考复习，有两个瓶颈：一是运算，很多错漏都出在

运算上，症结何在？二是制高点上的把控，不知道讲

什么。教师如何作为？直接与高等数学的修养有

关。如果熟悉高等代数，就不难诊断运算问题的症

结。如果熟悉数学分析，你就不难洞悉制高点上的

命题趋势。

举一个例子。２００８年高考数学全国卷Ⅱ理科第

２２题：设函数犳（狓）＝
ｓｉｎ狓
２＋ｃｏｓ狓

。

（Ⅰ）求犳（狓）的单调区间；

（Ⅱ）如果对任何狓≥０，都有犳（狓）≤犪狓，求犪的

取值范围。

为了求犪的取值范围，最直接的想法是把参数犪

分离出来，使之成为犪≥
犳（狓）

狓
，即犪≥

ｓｉｎ狓
狓（２＋ｃｏｓ狓）

。

现在，只需求犺（狓）＝
ｓｉｎ狓

狓（２＋ｃｏｓ狓）
的最大值，或者说

它的上确界。

运用大学的知识，这道题就简单了。不难知道

犺（狓）的上确界就是狓趋于０时的极限值。而犺（狓）的

极限是１
３
，于是犪的取值范围是犪≥

１

３
。

问题是，中学不能这样做。首先，在狓＝０处犺（狓）

没有意义；其次，我们也没有简便易行求极限的方法。

这就是对中学教师的挑战。作为教师，我明明有
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简捷的方法，但却不能用。我们需要寻找，找到更加

直观的工具，找到中学共同体认可的解法。

我们常说“居高临下”。其实，在一般情况下，“居

高”并不难，难的是“临下”。但为了有效地“临下”，我

们必须做到“居高”。“居高”只是万里长征的第一步，

“临下”方显英雄本色。

现在，我们另起炉灶。

令犵（狓）＝犪狓－犳（狓），注意到犵（０）＝０，这样，条

件犳（狓）≤犪狓可以转化为更加充分的条件犵′（狓）≥０，

即犵′（狓）＝犪－
２ｃｏｓ狓＋１
（２＋ｃｏｓ狓）２

≥０，即犪≥
２ｃｏｓ狓＋１
（２＋ｃｏｓ狓）２

。

同样是求右边的最大值。这个最大值如何求？

如果运用导数，显然很麻烦。考察其结构，不难

发现它是“二次型”，最大值在顶点处达到。事实上，

２ｃｏｓ狓＋１
（２＋ｃｏｓ狓）２

＝
２（ｃｏｓ狓＋２）－３
（２＋ｃｏｓ狓）２

＝
－３

（２＋ｃｏｓ狓）２
＋

２

２＋ｃｏｓ狓
，

这是关于 １

２＋ｃｏｓ狓
的二次式，它的最大值是１

３
。

这就是代数直观。运算能力中，最核心的就是这

种代数直观。

现在，我们已经求得犪≥
１

３
。求得犪的范围，其

实只是必要条件。是否充分？还需要我们验证。只

要犪不在这个范围，都可以找到反例，而反例，往往涉

及充分小。

我们需要验证，当０＜犪＜
１

３
时，总可以找到反

例。也就是不论对怎样的正数ε，如果犪＝
１

３
＋ε，都可

以找到狓０＞０，使犳（狓０）＞犪狓０。

你看，这不正是极限的思想，甚至涉及极限的语

言吗？

你会发现，很多大学的方法都与我们擦肩而过。

但在大学积淀的思想，却指引着我们不断地解题创新。

什么是高考压轴题？高考压轴题就发生在这里。

作为未来的中学数学教师，我们需要高等数学的

修养。最后，我还是要说，知识其实并不是重要的。

重要的是，通过大学的数学学习，开阔了我们的视野，

提升了我们的境界，积累了我们数学研究的经验，养

育了我们的学科气质。这样，我们才无愧于中学数学

教师的称号。

附文：中学讲抛物线，很多教师对抛物线的把握

其实是不够的。抛物线有几种？有开口方向不同，也

有开口大小之别。大学的知识告诉我们，所有抛物线

都是相似的。从某种意义上可以说世界上只有一条

抛物线。反比例函数狔＝
犽
狓
也是如此。不幸的是，在

中学的课堂上却不乏这样的规律：

（１）离坐标轴越远的曲线，犽越大；

（２）双曲线与三角形有公共点时，犽的最大值、最

小值在顶点处达到。

这种由中考题，坐井观天，归纳出来的结果，荒唐

至极。说明，如果没有理论武器，我们很多自以为是

的判断是不堪设想的。

２００５年武汉市晋职考试中，有一道题：“三等分

问题”被称为古希腊的三大几何作图问题之一。武汉

市某中学生在“市长热线”中说“自己解决了三等分

角问题这个难题，要求有关方面推荐发表”。“市长

热线”受理单位拟请一位数学教师予以回复。现在

假定由你来回复，请给出一个不超过１２０个字的回

复意见。

题干描述是真实的。了解一点数学史或者教材

教法的人都不难作答。但测试的结果出人意料。竟

有４０％的晋级申请者不了解这一问题的正确提法，

更不知道这个问题是具有终结性结论的不可能问题，

还在鼓励学生继续探究，说一些文不对题的话。

再看一例，涉及的问题就有些高端了。初中的

“实验与探究”：无限循环小数化分数。

设０．７
·

＝狓，则１０狓－狓＝７，于是狓＝
７

９
。我在想，

如果学生问起：无限小数怎么被１０乘，两个无限小数

怎么相减？这些没有依据的运算，我们如何向学生解

释？如果不能解释，我们有没有像沈元先生对陈景润

那样，播下创新种子的自信？特别地，１０×０．７
·

意味

着把０．７
·

的小数点向右移动了一位，为什么移动一位

后，小数点后面的部分不变呢？面对无穷的本质时，

我们何以解惑？有怎样的自信？

上述的例子应该有说服力了，进一步，我们如何

解读教材？体悟教材的微言大义。

函数的三要素之一，原来叫“对应法则”，现在叫

“对应关系”。

“两个正数的算术平均数不小于几何平均数”，原

来叫“重要不等式”，现在叫“基本不等式”。

涉及频率和概率时，我们常常提到“试验”一词，另

外，也有一些所谓“数学实验”，试验与实验能否混用？

（１）语言类：如集合、常用逻辑用语。我们应该思

考学习语言有什么规律，如何借鉴学习语言的规律来

学习它们？

（２）模型类：如函数、数列、不等式、立体几何、平

面解析几何等，它们都是从不同侧面描述现实世界的

数学模型。我们应该思考：如何从现实对象中抽象出

数学模型，进而应用与拓广？如何处理好生活世界与
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数学世界之间的关系？如何既达到形式化表达的基

本要求，又实现数学思维活动的生动活泼？

（３）方法类：如推理与证明，算法等，它们是对已

学过的方法的总结，也只有在进一步学习其他内容的

过程中才能逐步掌握。这就需要我们考虑推理方法、

算法思想在有关内容中的渗透、在不同内容中的应用

等。进一步，如何引导学生模仿、操作和探索？

（４）工具类：如向量，它是沟通代数、几何与三角

函数的一种工具。如何从向量的实际背景入手进行

教学？如何沟通向量与三角恒等变形、向量与几何、

向量与代数之间的联系？同时又要充分体现向量自

身的优越性。

（５）随机类：指概率和统计，它们和确定性数学是

不同的。用处理确定性数学的思维方式处理随机性

数学问题，用确定性数学中的语言习惯表达统计推

断，用教确定性数学的方法教随机性数学，是我们在

概率和统计教学中应该防范的问题。事实上，相对于

概率、统计而言的确定性数学，主要是对日常生活中

见到的图形和数量的抽象，研究的问题是图形的变化

和计算法则，研究的基础是定义和假设，研究的方法

是归纳、递归、类比和演绎推理。

而统计研究的基础是数据。这些数据的特点是，

对于每一个数据而言都具有不确定性，我们需要抽取

一定数量的数据，才可能从中获取信息。因此，统计

学的研究依赖于对数的感悟，甚至是对一堆看似杂乱

无章的数的感悟。通过对数据的归纳整理、分析判

断，可以发现其中隐藏的规律。因为可以用各种方法

对数据进行归纳整理、分析判断，所以，得到的结论也

可能是不同的。而且，我们很难说哪一种方法是对

的，哪一种方法是错的，我们只能说，能够更客观地反

映实际背景的方法要更好一些。统计学关心最多的

是好与不好，而其他的数学内容关心最多的是对与错。

章建跃（人民教育出版社）

摘　要：利用课堂观察、抽样调查、师生访谈、专题研究等所获得的关于《普通高中数学课程标准（实验）》及

其教材（人教Ａ版）适宜性的一手资料，从课程理念、课程目标、课程结构、课程内容及其学习顺序、数学课

业负担的成因等角度，对２００４年开始实施的课程改革展开基于事实的分析，反思其中存在的问题，归纳出

一些对教材修订有指导价值的结论，从而明确新一轮课程改革中人教Ａ版教材修订的努力方向。

关键词：实验版课标；调研与分析；问题与反思

文章编号：１００２２１７１（２０１９）６０００６０５

　　２０１８年新年伊始，教育部正式颁布了２０１９年秋

季开始执行的普通高中课程方案和各科的课程标准。

高中教育是学生个性形成、自主发展的关键期，高中

课程是实现高中育人目标的重要载体，也体现着国家

意志。新的课程标准是在深化课程改革、落实立德树

人根本任务和实施新高考改革的大背景下修订的，体

现了国家对普通高中课程的基本规范和质量要求，是

教材编写、教师教、学生学、考试与评价的直接依据。

以落实立德树人根本任务为宗旨，以《普通高中数学

课程标准（２０１７年版）》（以下简称“２０１７年版课标”）

为依据，人教Ａ版《普通高中教科书·数学》（以下简

称“人教Ａ版”）进行了全方位修订。本次修订努力

培根固源、守正出新，力争在发挥数学学科育人功能，

使数学学科核心素养落地，为学生全面而有个性的发

展做出独特贡献等方面实现创新与突破，从而为新一

轮普通高中课程改革做出应有的贡献。

“人教 Ａ版”编委会未雨绸缪，在正式着手教材

修订之前，开展了大量的前期研究，并且紧跟课标修

订的步伐，把握好课改的新动向，使教材修订工作做

到了有条不紊、扎实推进，圆满完成了全套教材的修

订工作。为了使广大高中数学教师和数学教育研究

者更全面、深入地了解“人教Ａ版”的编写情况，把握

教材的编写意图，更有效地利用教材提供的学习主

题、基本线索和具体内容，发展学生的数学核心素养，


