空间几何体的表面积和体积

一．课标要求：

了解球、棱柱、棱锥、台的表面积和体积的计算公式（不要求记忆公式）。
二．命题走向

近些年来在高考中不仅有直接求多面体、旋转体的面积和体积问题，也有已知面积或体积求某些元素的量或元素间的位置关系问题。即使考查空间线面的位置关系问题，也常以几何体为依托.因而要熟练掌握多面体与旋转体的概念、性质以及它们的求积公式.同时也要学会运用等价转化思想，会把组合体求积问题转化为基本几何体的求积问题，会等体积转化求解问题，会把立体问题转化为平面问题求解，会运用“割补法”等求解。
三．要点精讲

1．多面体的面积和体积公式

	名称
	侧面积(S侧)
	全面积(S全)
	体 积(V)

	棱
柱
	棱柱
	直截面周长×l
	S侧+2S底
	S底·h=S直截面·h

	
	直棱柱
	ch
	
	S底·h

	棱
锥
	棱锥
	各侧面积之和
	S侧+S底
	
[image: image1.wmf]3

1

S底·h

	
	正棱锥
	
[image: image2.wmf]2

1

ch′
	
	

	棱
台
	棱台
	各侧面面积之和
	S侧+S上底+S下底
	
[image: image3.wmf]3

1

h(S上底+S下底+
[image: image4.wmf]下底

下底

S

S

×

)

	
	正棱台
	
[image: image5.wmf]2

1

 (c+c′)h′
	
	


表中S表示面积，c′、c分别表示上、下底面周长，h表斜高，h′表示斜高，l表示侧棱长。

2．旋转体的面积和体积公式

	名称
	圆柱
	圆锥
	圆台
	球

	S侧
	2πrl
	πrl
	π(r1+r2)l
	

	S全
	2πr(l+r)
	πr(l+r)
	π(r1+r2)l+π(r21+r22)
	4πR2

	V
	πr2h(即πr2l)
	
[image: image6.wmf]3

1

πr2h
	
[image: image7.wmf]3

1

πh(r21+r1r2+r22)
	
[image: image8.wmf]3

4

πR3


表中l、h分别表示母线、高，r表示圆柱、圆锥与球冠的底半径，r1、r2分别表示圆台 上、下底面半径，R表示半径。

四．典例解析

题型1：柱体的体积和表面积

例1．一个长方体全面积是20cm2，所有棱长的和是24cm，求长方体的对角线长.

解：设长方体的长、宽、高、对角线长分别为xcm、ycm、zcm、lcm

依题意得：
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[image: image10.wmf])
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由（2）2得：x2+y2+z2+2xy+2yz+2xz=36（3）

由（3）－（1）得x2+y2+z2=16

即l2=16

所以l=4(cm)。

点评：涉及棱柱面积问题的题目多以直棱柱为主，而直棱柱中又以正方体、长方体的表面积多被考察。我们平常的学习中要多建立一些重要的几何要素（对角线、内切）与面积、体积之间的关系。

例2．如图1所示，在平行六面体ABCD—A1B1C1D1中，已知AB=5，AD=4，AA1=3，AB⊥AD，∠A1AB=∠A1AD=
[image: image11.wmf]3

p

。

（1）求证：顶点A1在底面ABCD上的射影O在∠BAD的平分线上；

（2）求这个平行六面体的体积。

[image: image12.jpg]



图1                                        图2

解析：（1）如图2，连结A1O，则A1O⊥底面ABCD。作OM⊥AB交AB于M，作ON⊥AD交AD于N，连结A1M，A1N。由三垂线定得得A1M⊥AB，A1N⊥AD。∵∠A1AM=∠A1AN，

∴Rt△A1NA≌Rt△A1MA,∴A1M=A1N，

从而OM=ON。

∴点O在∠BAD的平分线上。

（2）∵AM=AA1cos
[image: image13.wmf]3

p

=3×
[image: image14.wmf]2

1

=
[image: image15.wmf]2
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∴AO=
[image: image16.wmf]4
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p

AM

=
[image: image17.wmf]2
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。
又在Rt△AOA1中，A1O2=AA12 – AO2=9－
[image: image18.wmf]2
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=
[image: image19.wmf]2

9

，

∴A1O=
[image: image20.wmf]2
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，平行六面体的体积为
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题型2：柱体的表面积、体积综合问题

例3．一个长方体共一顶点的三个面的面积分别是
[image: image23.wmf]6

,

3

,

2

，这个长方体对角线的长是（    ）

A．2
[image: image24.wmf]3

   

  B．3
[image: image25.wmf]2

  

   C．6    


  D．
[image: image26.wmf]6


解析：设长方体共一顶点的三边长分别为a=1，b＝
[image: image27.wmf]2

，c＝
[image: image28.wmf]3

，则对角线l的长为l=
[image: image29.wmf]6
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；答案D。

点评：解题思路是将三个面的面积转化为解棱柱面积、体积的几何要素—棱长。

例4．如图，三棱柱ABC—A1B1C1中，若E、F分别为AB、AC 的中点，平面EB1C1将三棱柱分成体积为V1、V2的两部分，那么V1∶V2= ____    _。

[image: image288.png]


解：设三棱柱的高为h，上下底的面积为S，体积为V，则V=V1+V2＝Sh。

∵E、F分别为AB、AC的中点，

∴S△AEF=
[image: image30.wmf]4

1

S,

V1=
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[image: image34.wmf]12
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Sh

V2=Sh-V1=
[image: image35.wmf]12

5

Sh，

∴V1∶V2=7∶5。

点评：解题的关键是棱柱、棱台间的转化关系，建立起求解体积的几何元素之间的对应关系。最后用统一的量建立比值得到结论即可。

题型3：锥体的体积和表面积

[image: image289.png]


例5． （2008山东卷6）
右图是一个几何体的三视图，根据图中数据，可得该几何体的表面积是D
(A)9π　　　　　　　（B）10π

(C)11π              (D)12π

（2008江西卷10）
连结球面上两点的线段称为球的弦。半径为4的球的两条弦
[image: image36.wmf]AB

、
[image: image37.wmf]CD

的长度分别等于
[image: image38.wmf]27

、
[image: image39.wmf]43

，
[image: image40.wmf]M

、
[image: image41.wmf]N

分别为
[image: image42.wmf]AB

、
[image: image43.wmf]CD

的中点，每条弦的两端都在球面上运动，有下列四个命题：
①弦
[image: image44.wmf]AB

、
[image: image45.wmf]CD

可能相交于点
[image: image46.wmf]M

         ②弦
[image: image47.wmf]AB

、
[image: image48.wmf]CD

可能相交于点
[image: image49.wmf]N


③
[image: image50.wmf]MN

的最大值为5                    ④
[image: image51.wmf]MN

的最小值为1

其中真命题的个数为C
A．1个     B．2个       C．3个       D．4个

（2008湖北卷3）
用与球心距离为
[image: image52.wmf]1

的平面去截球，所得的截面面积为
[image: image53.wmf]p

，则球的体积为B
A. 
[image: image54.wmf]3
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          B. 
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          C. 
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点评：本小题重点考查线面垂直、面面垂直、二面角及其平面角、棱锥的体积。在能力方面主要考查空间想象能力。

例6．（2008北京，19）．
（本小题满分12分）

[image: image290.png]&
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如图，在四棱锥
[image: image58.wmf]PABCD
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中，平面
[image: image59.wmf]PAD

^

平面
[image: image60.wmf]ABCD

，
[image: image61.wmf]ABDC

∥

，
[image: image62.wmf]PAD

△

是等边三角形，已知
[image: image63.wmf]28

BDAD
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，
[image: image64.wmf]245
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（Ⅰ）设
[image: image65.wmf]M

是
[image: image66.wmf]PC

上的一点，证明：平面
[image: image67.wmf]MBD

^

平面
[image: image68.wmf]PAD

；

（Ⅱ）求四棱锥
[image: image69.wmf]PABCD

-

的体积．

（Ⅰ）证明：在
[image: image70.wmf]ABD

△

中，

由于
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，
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，
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所以
[image: image74.wmf]222
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故
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又平面
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[image: image77.wmf]ABCD

，平面
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平面
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所以
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又
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平面
[image: image85.wmf]MBD
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故平面
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平面
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（Ⅱ）解：过
[image: image88.wmf]P

作
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^

交
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于
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由于平面
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[image: image93.wmf]ABCD

，

所以
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因此
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为四棱锥
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的高，

又
[image: image98.wmf]PAD

△

是边长为4的等边三角形．

因此
[image: image99.wmf]3
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在底面四边形
[image: image100.wmf]ABCD

中，
[image: image101.wmf]ABDC

∥

，
[image: image102.wmf]2
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，

所以四边形
[image: image103.wmf]ABCD

是梯形，在
[image: image104.wmf]Rt
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△

中，斜边
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边上的高为
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，

此即为梯形
[image: image107.wmf]ABCD

的高，

所以四边形
[image: image108.wmf]ABCD

的面积为
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故
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点评：本题比较全面地考查了空间点、线、面的位置关系。要求对图形必须具备一定的洞察力，并进行一定的逻辑推理。

题型4：锥体体积、表面积综合问题

例7．ABCD是边长为4的正方形，E、F分别是AB、AD的中点，GB垂直于正方形ABCD所在的平面，且GC＝2，求点B到平面EFC的距离？

解：如图，取EF的中点O，连接GB、GO、CD、FB构造三棱锥B－EFG。


[image: image111.png]



设点B到平面EFG的距离为h，BD＝

，EF

，CO＝

。
    

。
而GC⊥平面ABCD，且GC＝2。

由

，得



 EMBED Equation.2  
·

点评：该问题主要的求解思路是将点面的距离问题转化为体积问题来求解。构造以点B为顶点，△EFG为底面的三棱锥是解此题的关键，利用同一个三棱锥的体积的唯一性列方程是解这类题的方法，从而简化了运算。

[image: image292.png]


例8．（2007江西理，12）
如图，在四面体ABCD中，截面AEF经过四面体的内切球（与四个面都相切的球）球心O，且与BC，DC分别截于E、F，如果截面将四面体分成体积相等的两部分，设四棱锥A－BEFD与三棱锥A－EFC的表面积分别是S1，S2，则必有（   ）

A．S1(S2        B．S1(S2
C．S1=S2         D．S1，S2的大小关系不能确定

解：连OA、OB、OC、OD，

则VA－BEFD＝VO－ABD＋VO－ABE＋VO－BEFD
VA－EFC＝VO－ADC＋VO－AEC＋VO－EFC又VA－BEFD＝VA－EFC，

而每个三棱锥的高都是原四面体的内切球的半径，故SABD＋SABE＋SBEFD＝SADC＋SAEC＋SEFC又面AEF公共，故选C

点评：该题通过复合平面图形的分割过程，增加了题目处理的难度，求解棱锥的体积、表面积首先要转化好平面图形与空间几何体之间元素间的对应关系。

题型5：棱台的体积、面积及其综合问题

例9．（2008四川理，19）
．
（本小题满分12分）
如图，面ABEF⊥面ABCD，四边形ABEF与四边形ABCD都是直角梯形，∠BAD=∠FAB=90°，BC∥
[image: image112.wmf]1

2

AD，BE∥
[image: image113.wmf]1

2

AF，G、H分别是FA、FD的中点。

(Ⅰ)证明：四边形BCHG是平行四边形；

(Ⅱ)C、D、E、F四点是否共面？为什么？

(Ⅲ)设AB=BE，证明：平面ADE⊥平面CDE.
[image: image293.png]



)解法一：

   (Ⅰ)由题设知，FG=GA,FH=HD.

   所以GH [image: image114.png]IN




[image: image115.wmf]1

2

AD

，

   又BC [image: image116.png]IN




[image: image117.wmf]1

2

AD

,故GH [image: image118.png]IN



BC.

   所以四边形BCHG是平行四边形.

   (Ⅱ)C、D、F、E四点共面.理由如下：

   由BE [image: image119.png]IN




[image: image120.wmf]1

2

AF

,G是FA的中点知，BE [image: image121.png]IN



GF，所以EF∥BG.

   由(Ⅰ)知BG∥GH，故FH共面.又点D在直线FH上.

   所以C、D、F、E四点共面.

   (Ⅲ)连结EG，由AB=BE，BE [image: image122.png]IN



AG及∠BAG=90°知ABEG是正方形.

   故BG⊥EA.由题设知，FA、AD、AB两两垂直，故AD⊥平面FABE，

   因此EA是ED在平面FABE内的射影，根据三垂线定理，BG⊥ED.

   又ED∩EA＝E，所以BG⊥平面ADE.

   由(Ⅰ)知，CH∥BG，所以CH⊥平面ADE.由(Ⅱ)知F
[image: image123.wmf]Î

平面CDE.故CH
[image: image124.wmf]Ì

平面CDE，得平面ADE⊥平面CDE.

   解法二：

   由题设知，FA、AB、AD两两互相垂直.

   如图，以A为坐标原点，射线AB为x轴正方向建立直角坐标系A-xyz.

   (Ⅰ)设AB=a,BC=b,BE=c，则由题设得

   A(0,0,0),B(a,0,0),C(a,b,0),D(0,2b,0),E(a,0,c),G(0,0,c),H(0,b,c).

[image: image294.wmf]D
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   所以，
[image: image125.wmf](0,,0),(0,,0).
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   于是
[image: image126.wmf].
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又点G不在直线BC上.

所以四边形BCHG是平行四边形.

(Ⅱ)C、D、F、E四点共面.理由如下：

由题设知，F(0,0,2c)，所以


[image: image127.wmf](,0,),(,0,),,
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[image: image128.wmf].
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(Ⅲ)由AB=BE，得c=a，所以
[image: image129.wmf](,0,),(,0,).
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又
[image: image130.wmf](0,2,0),   0,0.

ADbCHAECHAD

===
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gg

因

此


即       CH⊥AE,CH⊥AD,

又       AD∩AE =A,所以CH⊥平面ADE,

故由CH
[image: image131.wmf]Ì

平面CDFE，得平面ADE⊥平面CDE.
点评：该题背景较新颖，把求二面角的大小与证明线、面平行这一常规运算置于非规则几何体（拟柱体）中，能考查考生的应变能力和适应能力，而第三步研究拟柱体的近似计算公式与可精确计算体积的辛普生公式之间计算误差的问题，是极具实际意义的问题。考查了考生继续学习的潜能。

例10．（1）（2008四川理，8）
设
[image: image132.wmf],

MN

是球心
[image: image133.wmf]O

的半径
[image: image134.wmf]OP

上的两点，且
[image: image135.wmf]NPMNOM
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，分别过
[image: image136.wmf],,

NMO

作垂线于
[image: image137.wmf]OP

的面截球得三个圆，则这三个圆的面积之比为：( D )
（Ａ）
[image: image138.wmf]3,5,6

　　（Ｂ）
[image: image139.wmf]3,6,8

　　（Ｃ）
[image: image140.wmf]5,7,9

　　（Ｄ）
[image: image141.wmf]5,8,9


【解】：设分别过
[image: image142.wmf],,
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作垂线于
[image: image143.wmf]OP

的面截球得三个圆的半径为
[image: image144.wmf]123
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，球半径为
[image: image145.wmf]R

，则：
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  ∴这三个圆的面积之比为：
[image: image148.wmf]5,8,9

  故选D
【点评】：此题重点考察球中截面圆半径，球半径之间的关系；
【突破】：画图数形结合，提高空间想象能力，利用勾股定理；

例11．（2008四川文，12）
若三棱柱的一个侧面是边长为2的正方形，另外两个侧面都是有一个内角为
[image: image149.wmf]0

60

的菱形，则该棱柱的体积等于( B )
（Ａ）
[image: image150.wmf]2

　　     （Ｂ）
[image: image151.wmf]22

　　       （Ｃ）
[image: image152.wmf]32

　　      （Ｄ）
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【解】：如图在三棱柱
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，作
[image: image157.wmf]111
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面

于点
[image: image158.wmf]O

，

则
[image: image159.wmf]0
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∴
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     故选B
【点评】：此题重点考察立体几何中的最小角定理和柱体体积公式，同时考察空间想象能力；
【突破】：具有较强的空间想象能力，准确地画出图形是解决此题的前提，熟悉最小角定理并能准确应用是解决此题的关键；

例12．如图9—9，一个底面半径为R的圆柱形量杯中装有适量的水.若放入一个半径为r的实心铁球，水面高度恰好升高r，则
[image: image163.wmf]r

R

=         。


[image: image164.png]



解析：水面高度升高r，则圆柱体积增加πR2·r。恰好是半径为r的实心铁球的体积，因此有
[image: image165.wmf]3

4

πr3=πR2r。故
[image: image166.wmf]3

3

2
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r

R

。答案为
[image: image167.wmf]3

3

2

。

点评：本题主要考查旋转体的基础知识以及计算能力和分析、解决问题的能力。
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题型7：圆锥的体积、表面积及综合问题

[image: image297.png]


例13．已知过球面上
[image: image168.wmf],,

ABC

三点的截面和球心的距离为球半径的一半，且
[image: image169.wmf]2

ABBCCA

===

，求球的表面积。
解：设截面圆心为
[image: image170.wmf]O

¢

，连结
[image: image171.wmf]OA

¢

，设球半径为
[image: image172.wmf]R

，

则
[image: image173.wmf]2323
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，

在
[image: image174.wmf]RtOOA
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中，
[image: image175.wmf]222
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∴
[image: image176.wmf]222
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∴
[image: image177.wmf]4
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[image: image178.wmf]2
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点评： 正确应用球的表面积公式，建立平面圆与球的半径之间的关系。

例14．如图所示，球面上有四个点P、A、B、C，如果PA，PB，PC两两互相垂直，且PA=PB=PC=a，求这个球的表面积。

[image: image179.jpg]



解析：如图，设过A、B、C三点的球的截面圆半径为r，圆心为O′，球心到该圆面的距离为d。

在三棱锥P—ABC中，∵PA，PB，PC两两互相垂直，且PA=PB=PC=a,

∴AB=BC=CA=
[image: image180.wmf]2

a,且P在△ABC内的射影即是△ABC的中心O′。

由正弦定理，得  
[image: image181.wmf]°
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=2r,∴r=
[image: image182.wmf]3
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a。
又根据球的截面的性质，有OO′⊥平面ABC，而PO′⊥平面ABC，

∴P、O、O′共线，球的半径R=
[image: image183.wmf]2

2
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。又PO′=
[image: image184.wmf]2
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[image: image185.wmf]2
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[image: image186.wmf]3
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∴OO′=R － 
[image: image187.wmf]3
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a=d=
[image: image188.wmf]2
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[image: image189.wmf]3
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a)2=R2 – (
[image: image190.wmf]3
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a)2，解得R=
[image: image191.wmf]2

3

a,

∴S球=4πR2=3πa2。

点评：本题也可用补形法求解。将P—ABC补成一个正方体，由对称性可知，正方体内接于球，则球的直径就是正方体的对角线，易得球半径R=
[image: image192.wmf]2

3

a,下略。

题型9：球的面积、体积综合问题

例15．（1）表面积为
[image: image193.wmf]324

p

的球，其内接正四棱柱的高是
[image: image194.wmf]14

，求这个正四棱柱的表面积。
（2）正四面体ABCD的棱长为a，球O是内切球，球O1是与正四面体的三个面和球O都相切的一个小球，求球O1的体积。

解：（1）设球半径为
[image: image195.wmf]R

，正四棱柱底面边长为
[image: image196.wmf]a

，


[image: image197.png]



则作轴截面如图，
[image: image198.wmf]14
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，
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又∵
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（2）如图，设球O半径为R，球O1的半径为r，E为CD中点，球O与平面ACD、BCD切于点F、G，球O1与平面ACD切于点H
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由题设
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∵　△AOF∽△AEG    ∴　
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点评：正四面体的内切球与各面的切点是面的中心，球心到各面的距离相等。

题型10：球的经纬度、球面距离问题

例19．（1）我国首都靠近北纬
[image: image220.wmf]40

o

纬线，求北纬
[image: image221.wmf]40

o

纬线的长度等于多少
[image: image222.wmf]km

？（地球半径大约为
[image: image223.wmf]6370

km

）
（2）在半径为
[image: image224.wmf]13
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的球面上有
[image: image225.wmf],,

ABC

三点，
[image: image226.wmf]12

ABBCACcm

===

，求球心到经[image: image298.png]&
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过这三点的截面的距离。

解：（1）如图，
[image: image227.wmf]A

是北纬
[image: image228.wmf]40
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上一点，
[image: image229.wmf]AK

是它的半径，

∴
[image: image230.wmf]OKAK
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，

设
[image: image231.wmf]C

是北纬
[image: image232.wmf]40
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的纬线长，

∵
[image: image233.wmf]40
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∴
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答：北纬
[image: image236.wmf]40

o

纬线长约等于
[image: image237.wmf]4
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（2）解：设经过
[image: image238.wmf],,

ABC

三点的截面为⊙
[image: image239.wmf]O
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，

设球心为
[image: image240.wmf]O

，连结
[image: image241.wmf]OO
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，则
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所以，球心到截面距离为
[image: image246.wmf]11
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．
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例16．在北纬
[image: image247.wmf]45

o

圈上有
[image: image248.wmf],
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两点，设该纬度圈上
[image: image249.wmf],

AB

两点的劣弧长为
[image: image250.wmf]2
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（
[image: image251.wmf]R

为地球半径），求
[image: image252.wmf],

AB

两点间的球面距离。
解：设北纬
[image: image253.wmf]45

o

圈的半径为
[image: image254.wmf]r

，则
[image: image255.wmf]2
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，设
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为北纬
[image: image257.wmf]45
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圈的圆心，
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所以，
[image: image265.wmf],

AB

两点的球面距离等于
[image: image266.wmf]3

R
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．

点评：要求两点的球面距离，必须先求出两点的直线距离，再求出这两点的球心角，进而求出这两点的球面距离。

（2008广东文18）
（本小题满分14分）

如图5所示，四棱锥P-ABCD的底面ABCD是半径为R的圆的内接四边形，其中BD是圆的直径，
[image: image267.wmf]60,45,~
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。

（1）求线段PD的长；

（2）若
[image: image268.wmf]11

PCR
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，求三棱锥P-ABC的体积。

【解析】（1）
[image: image269.wmf]Q

  BD是圆的直径  
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  (2 ) 在
[image: image276.wmf]RtBCD

V

中，
[image: image277.wmf]cos452

CDBDR

==

o


  
[image: image278.wmf]Q

  
[image: image279.wmf]222222

9211

PDCDRRRPC

+=+==

  
[image: image280.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image281.wmf]PDCD

^

  又
[image: image282.wmf]90

PDA

Ð=

o


  
[image: image283.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image284.wmf]PD

^

底面ABCD

  
[image: image285.wmf](

)

2

11321231

sin60452

2222224

ABC

SABBCRRR

æö

+

=+=+=

ç÷

ç÷

èø

oo

V

gg


三棱锥
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的体积为
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