      直线和平面的位置关系
【知识归纳】
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1、位置关系：直线与直线；直线与平面；平面与平面的位置关系。
2、公理与定理：1º、三个公理及三个推论；2º、两直线平行的判定与性质；3º、直线与平面平行的判定与性质；4º、两平面平行的判定与性质；5º、两直线垂直的判定与性质； 6º、直线与平面垂直的判定与性质；7º、两平面垂直的判定与性质；8º、与平行、垂直有关的存在惟一性定理。
【学法指导】
1、 三垂线定理及逆定理是研究一个平面的斜线、斜线在平面内的射影及平面内的直线的位置关系，利用三垂线定理及逆定理的关键是从复杂的图像中抽取线与面的模型来，即“一面”，“四线”，“三垂直”。
2、 在判定定理，性质定理的学习中，应该明确认识到：判定定理是由低一级的位置关系判定高一级的位置关系，而性质定理往往是高一级的位置关系推出低一级的位置关系，如对直线与平面的判定，就可以通过直线与直线，直线与平面，平面与平面的三个不同层次予以考虑。
【典型例题】

例1  将正方形的纸盒展开（如图），直线
 INCLUDEPICTURE "http://resource.ahedu.cn/statics/tbfd/gzpdx/gkzt/MATH/MATH10/dxlt2/dx2web.files/image002.gif" \* MERGEFORMATINET 


，在原正方体中的位置关系是（  ）．
[image: image2.jpg]b



            [image: image3.jpg]



    （A）平行
    （B）垂直
    （C）相交且成[image: image4.png]60°



角
    （D）异面且成[image: image5.png]60°



角
    分析  将展开图还原成正方体，如右图所示，它们是相邻两个面上的对角钱，它们是异面直线．很容易知道，这两条异面直线成[image: image6.png]60°



角．
    　　答案选D．
　　点评  找异面直线成角，关键是在适当的位置作平行线，本题在上底面作过[image: image7.png]


点的面对角线[image: image8.png]


，那么[image: image9.png]ZECD



即是异面直线[image: image10.png]


、[image: image11.png]


成角．要注意的是，当平面“展开”或“折叠”时的不变量是什么．
　　例2　 设[image: image12.png]


，[image: image13.png]


是两条直线，[image: image14.png]


，[image: image15.png]


是两个平面．下列命题中正确的是（   ）．
    　　（A）若[image: image16.png]hce



，[image: image17.png]Lea



，则[image: image18.png]


、[image: image19.png]


是异面直线
    　　（B）若[image: image20.png]hce



，[image: image21.png]Lcg



，且[image: image22.png]anf=a



，则[image: image23.png]


、[image: image24.png]


是异面直线
    　　（C）若[image: image25.png]hce



，[image: image26.png]Lcg



，且[image: image27.png]hnh =@



，则[image: image28.png]


、[image: image29.png]


是异面直线[image: image30.png]



    　　（D）若[image: image31.png]hce



，[image: image32.png]Lne=A4



，且[image: image33.png]Agl



，则[image: image34.png]


、[image: image35.png]


是异面直线
    分析  首先要把符号语言译成文字语言：
    （A）若直线[image: image36.png]


在平面[image: image37.png]


内，而直线[image: image38.png]


不在平面[image: image39.png]


内，则[image: image40.png]


、[image: image41.png]


是异面直线．
    （B）分别在两个相互平行的平面内的两条直线是异面直线．
    （C）分别在两个平面内，且没有公共点（不一定平行！）的两条直线是异面直线．
    （D）若[image: image42.png]


是平面[image: image43.png]


内一条直线，直线[image: image44.png]


与平面[image: image45.png]


相交，且交点不在[image: image46.png]


上，则[image: image47.png]


、[image: image48.png]


是异面直线．
    此类选择题多用排除法作选择，依据条件，看能不能构造出使[image: image49.png]Litl



或[image: image50.png]


与[image: image51.png]


相交的图形来，以此反例作排除．
　　本题不难得到应选（D）．
    例3　下列命题中正确的是（  ）．
    （A）一直线和一平面内的一条直线平行，那么这直线与这个平面平行．
    （B）一直线和一平面内的无数条直线平行，那么这直线与这个平面平行．
　　（C）一直线和一个平面平行，那么这直线与这平面内的任意直线都平行．
    （D）一直线和一个平面平行，那么这直线与这平面内的无数条直线平行．
    分析　这是一组有关线面平行关系的判断题．既要求熟悉有关的判定定理．性质定理，又要求有一定的空间想象力，还要求能正确区分“无数条直线”，“任意直线”的意义．
    对于（A）、（B），由于满足条件的直线都可能在平面内，故（A）、（B）都不正确．由于一直线与一平面平行，这直线与这个平面内的直线可能平行，也可能异面，故（C）也不正确．（D）是直线与平面平行的性质定理的延伸．
　　本题应选（D）．
    例 4　  若平面[image: image52.png]alf



，[image: image53.png]


，[image: image54.png]


，[image: image55.png]


，则两直线[image: image56.png]mln



是两平面[image: image57.png]nlg



的（    ）．
    （A）充分非必要条件        （B）必要非充分条件
　　（C）充分必要条件          （D）既非充分条件也非必要条件
    分析  这里的必要性是显然成立的，因为由[image: image58.png]nlg



，[image: image59.png]mc g



，据直线和平面垂直的定义，必有[image: image60.png]nlm



．
但是充分性就不正确了，因为尽管有[image: image61.png]alf



，[image: image62.png]nlm



，[image: image63.png]


，[image: image64.png]


，但当[image: image65.png]


时，由反例图形（如图），可知此时[image: image66.png]


与[image: image67.png]


未必垂直．本题应选（B）．
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    例5　已知[image: image69.png]


，[image: image70.png]


是两个平面，[image: image71.png]


，[image: image72.png]


，[image: image73.png]


是三条直线．[image: image74.png]


，[image: image75.png]


，[image: image76.png]ccf



，[image: image77.png]anb=4



，[image: image78.png]alie



，求证：[image: image79.png]


和[image: image80.png]


是异面直线．
    分析  证明两直线是异面直线，通常多用反证法．反证法是一种从否定欲证的结论开始，经过正确推理，而最终推出矛盾，从而得到欲证结论正确的证明方法．
　　本题否定结论，得[image: image81.png]


和[image: image82.png]


不是异面直线，以此为据的推理有二种思考方向，即可能得到[image: image83.png]bife



或[image: image84.png]


、[image: image85.png]


相交；也可能得到[image: image86.png]


、[image: image87.png]


共面．不同的思考方向，证明的思路也会稍有差别．
    证法一：假设[image: image88.png]


、[image: image89.png]


不是异面直线，则有[image: image90.png]bife



或[image: image91.png]


、[image: image92.png]


相交．
（1） 若[image: image93.png]bife



，又[image: image94.png]alie



，∴ [image: image95.png]allb



 ，这与[image: image96.png]anb=4



相矛盾．
∴  [image: image97.png]


与[image: image98.png]


不平行．
    　　　　（2）若[image: image99.png]


、[image: image100.png]


相交，设[image: image101.png]


，∴ [image: image102.png]Bebca



，[image: image103.png]Becc g



，
　　　　　　∴ [image: image104.png]Be(an )



．　∴[image: image105.png]


．
　　　　　　于是有[image: image106.png]


和[image: image107.png]


相交，这与[image: image108.png]alie



相矛盾．∴ [image: image109.png]


、[image: image110.png]


不相交．
　　　　　　由（l），（2）得，[image: image111.png]


、[image: image112.png]


是异面直线．
　　证法二：假设[image: image113.png]


、[image: image114.png]


不是异面直线，则[image: image115.png]


、[image: image116.png]


共面．　于是存在平面[image: image117.png]


，使[image: image118.png]bcyeccCy



，（如图）
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    　　　　∵ [image: image120.png]alie



，又[image: image121.png]ady



（因为若[image: image122.png]aCy



，则[image: image123.png]


，[image: image124.png]


都是平面[image: image125.png]


、[image: image126.png]


的交线，
　　　　　　而得[image: image127.png]


、[image: image128.png]


是一条直线，这不可能），∴[image: image129.png]ally



．
    　　　　又 [image: image130.png]


，[image: image131.png]any=b



，∴ [image: image132.png]allb



，这与[image: image133.png]anb=4



相矛盾．
    　　　　∴ [image: image134.png]


、[image: image135.png]


是异面直线．
点评　证法一是反证法和穷举法的结合

例6．已知直线
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分析： 利用公理4，寻求一条直线分别与a，b均平行，从而达到a∥b的目的．可借用已知条件中的a∥α及a∥β来实现．
证明：经过
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作两个平面
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例7  不共点的四条直线两两相交，求证这四条直线在同一平面内。
【分析】分两种情况来考虑：第一种情况，有三条直线共点；第二种情况没有任何三条线共点。
【简证】已知：直线a、b、c、d不共点，且两两相交，求证：a、b、c、d在同一平面内。
        证明：第一种情况：a、b、c、d中有三条共点的情况，设直线a、b、c相交于一点Q，Q不在d上，直线d与直线a、b、c分别相交于M、N、P，如图1

                                                           
                                                 b                      

                图1                                 图2     

∵ Q
[image: image183.wmf]Ï

d ，  ∴ 点Q与直线d确定一个平面α
∵ M∈d ，  ∴ M∈α
又∵ Q∈α，∴ a
[image: image184.wmf]Ì

α。  同理可证b
[image: image185.wmf]Ì

α，c
[image: image186.wmf]Ì

α
∴   a、b、c、d在同一平面内。
第二种情况：a、b、c、d中没有三条直线共点的情况。设直线c与直线a、b分别交于M、N，如图2，
∵ a、b是相交直线   ∴ a、b确定一个平面α
∵ M∈a ，N∈b   ∴ M∈α，N∈α 

∵ M∈c ，N∈c    ∴ c
[image: image187.wmf]Ì

α 。    同理可证d
[image: image188.wmf]Ì

α
∴   a、b、c、d在同一平面内。
变．如图，在四边形ABCD中，已知AB∥CD，直线AB，BC，AD，DC分别与平面α相交于点E，G，H，F．求证：E，F，G，H四点必定共线．

[image: image189]
解：∵AB∥CD，
∴AB，CD确定一个平面β．
又∵AB∴E∈α，E∈β，
即E为平面α与β的一个公共点．
同理可证F，G，H均为平面α与β的公共点．
∵两个平面有公共点，它们有且只有一条通过

公共点的公共直线，
∴E，F，G，H四点必定共线．

例8   如图，已知ABCD为矩形，PA⊥面ABCD，M、N分别为AB和PC的中点。
a) 求证：MN ⊥ CD ；
b) 若PA = AD，求证：面MND ⊥ 面PDC

【分析】(1)  显然CD与MN是异面直线，证明其垂直的                            

途径有二，其一是直接利用三垂线定理或其逆定                          图3     

理，其二是通过线面垂直来证明线线垂直。
（2）由（1）已证明了MN⊥CD ，只需再证明 MN ⊥ PC即可。
【简证】 （1）证法一：如图3，连AC，过N作NO ⊥ AC于O，因为 PA⊥面ABCD，故PA ⊥ AC 。因而PA ∥ NO，所以NO⊥面ABCD，且由N为PC中点知O为AC中点，既矩形ABCD的中心，OM为MN在面ABCD内的射影。显然OM ⊥ AB，所以MN ⊥ AB（三垂线定理），因为AB ∥ CD，所以MN ⊥ CD 。
             证法二：如图3，取DC的中点E。因为N是PC中点，所以NE ∥ PD、ME ∥AD。因此ME ⊥ DC 。又因为PA⊥面ABCD，
AD⊥DC。故PD⊥DC（三垂线定理）。所以
NE⊥DC。因此CD ⊥ 面MNE，MN
[image: image190.wmf]Ì

面MNE。
所以MN ⊥ DC 。                                                    

（2）证法一：如图4，连PM、MC。由PA = AD                         图4                                             

    = BC，AM = MB，PA⊥AM ，MB⊥BC，可知PM = MC 。又由N为PC中点，知MN ⊥ PC。           

由（1）MN ⊥ DC，所以 MN⊥面PDC。因而面MND⊥面PDC 。
证法二：如图4，取PD中点E，连EN，则EN 
[image: image191.wmf]//

 
[image: image192.wmf]2

1

DC = AM。所以AMNE为平行四边形。由PA = AD。得AE⊥PD。所以MN⊥PD。又因为MN⊥DC，所以MN⊥面PDC。因此面MND⊥面PDC 。

例9   如图5，已知四面体ABCD中AE⊥面BCD于E，DF⊥面ABC于F。求证：AE与DF相交的充要条件是AD⊥BC。
【分析】在证明“充分性”命题时，应先证AE与BF共面，再说明AE与DF不平行即可。
 【简证】先证“充分性”：若AD⊥BC则AE与DF相交。
        因为AE⊥面BCD，所以AE⊥BC。又因为                                                             

        AD⊥BC，故BC⊥面ADE。因此面ADE⊥面ABC。              

又因为D∈面ADE，DF⊥面ABC，所以DF
[image: image193.wmf]Ì

 面
ADE。故AE与DF共面。                      

        设面AED∩BC = G，则AE⊥DG，DF⊥AG，且                   图5     

AG∩DG = G，所以AE、DF不可能平行，故AE与DF必相交。
再证“必要性”：若AE与DF相交，则AD⊥BC。
设AE∩DF = M，则AE、DF可确定平面α，因为DF⊥面ABC，所以DF⊥BC，同理AE⊥BC，故BC⊥面α，又AD 
[image: image194.wmf]Ì

α，因此BC⊥AD。
【评述】①关于充要条件问题，是数学中的重要概念，首先应分清“充分性”和“必要性”命题各是什么；
        ②证明两直线相交，通常分为“共面”且“不平行”两个层次；
        ③论证过程中，每一组因果关系都应完整。
例10 如图，已知平面α、β、γ ，α⊥γ，β⊥γ，且α∩β = m ,求证： m ⊥γ。
【分析】 可用直接证法，即在γ内找出两条直线，                             
 使之都与m垂直即可，由于已知α⊥γ,β⊥γ， 

这样的直线是可以找到的；也可用间接证法，
即用反证法或同一法均可得到证明，这是因为
        两个平面相交时,只有一条公共的直线。

【简证】证法一 如图6，设α∩γ= a、β∩γ=b,在γ内           图6

        任意取点P（P
[image: image195.wmf]Ï

a、P
[image: image196.wmf]Ï

b）。过P作PA⊥a于A，PB⊥b于B，因为α⊥γ，β⊥γ, 

所以PA⊥α、PB⊥β，α∩β= m，故PA⊥m、 PB⊥ m，因此m ⊥γ。
证法二 如图7，在m上任取点P（P
[image: image197.wmf]Ï

γ），则

P∈α，P∈β，过P作PQ⊥γ，则PQ
[image: image198.wmf]Ì

α，
          PQ
[image: image199.wmf]Ì

β，所以PQ =α∩β，故Q∈m ，因此
PQ就是m，故m ⊥γ。
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