变式问题与高三数学复习
示例1、在复习等差数列、等比数列定义的教学中，可作“等和数列”、 “绝对差数列”的变式问题：
变式问题1（04北京卷）、定义“等和数列”：在一个数列中，如果每一项与它的后一项的和都为同一个常数，那么这个数列叫做等和数列，这个常数叫做该数列的公和。
    已知数列

是等和数列，且
[image: image258.png]


，公和为5，那么
[image: image2.wmf]18
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的值为______________，这个数列的前n项和

的计算公式为________________ 
变式问题2(06北京卷)、在数列
[image: image3.wmf]{}

n

a

中，若
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，则称
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为“绝对差数列”.

（Ⅰ）举出一个前五项不为零的“绝对差数列”（只要求写出前十项）；

（Ⅱ）若“绝对差数列”
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中，
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，分别判断当
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时，
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与
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的极限是否存在，如果存在，求出其极限值；

（Ⅲ）证明：任何“绝对差数列”中总含有无穷多个为零的项.

示例2，在复习集合的运算教学中，可作“即时定义”的变式问题：
1（06广东卷10）、对于任意的两个实数对（a,b）和(c,d),规定（a,b）＝(c,d)当且仅当a＝c,b＝d;运算“
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”为：
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2（06辽宁卷5）、设 eq \o\ac(○,+)是R上的一个运算,A是R的非空子集,若对任意
[image: image26.wmf],

abA

Î

有
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 eq \o\ac(○,+)

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]b



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image29.wmf]A
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,则称A对运算 eq \o\ac(○,+)封闭,下列数集对加法、减法、乘法和除法(除数不等于零)四则运算都封闭的是（    ）

(A)自然数集   (B)整数集    (C)有理数集   (D)无理数集

3（06山东卷1）、定义集合运算：
[image: image30.wmf]{|(),,}
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 ，设集合
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，则集合
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（C）12
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4（06四川卷16）、非空集合
[image: image34.wmf]G

关于运算
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满足：（1）对任意
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； （2）存在
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，使得对一切
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，都有
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，则称
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关于运算
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为“融洽集”；现给出下列集合和运算：

①
[image: image43.wmf]{
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非负整数为整数的加法

               ②
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偶数为整数的乘法


③
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平面向量为平面向量的加法

           ④
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二次三项式为多项式的加法


⑤
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虚数为复数的乘法


其中
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关于运算
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为“融洽集”________________;（写出所有“融洽集”的序号）

5（05湖北卷）、设P、Q为两个非空实数集合，定义集合
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6（05浙江卷）、设f(n)＝2n＋1(n∈N)，P＝{1，2，3，4，5}，Q＝{3，4，5，6，7}，记
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3.1.2、定理公式法则变式

数学能力的发展和形成，有赖于掌握定理、公式和法则去进行推理论证和演算。在复习定理、公式和法则的教学过程中，利用此类变式问题可明确定理、公式和法则的条件、结论、适用范围、注意事项等关键之处，进而培养学生严密的逻辑推理论证能力和正确演算能力。

示例3、在复习等比数列前n项和公式的教学中，须注意对公比q的讨论及正确应用错位相减法，可作如下变式问题：
1、求数列
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2（06安徽卷21）、数列
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（Ⅰ）写出
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与
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（Ⅱ）设
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，求数列
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3(05全国卷Ⅰ)、设正项等比数列
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（Ⅰ）求
[image: image82.wmf]{
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的通项；
（Ⅱ）求
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3.2题目变式（“多题一解”）

题目变式包括条件的探究（增加、减少或变更条件）、结论的探究（结论是否唯一）、数与形的探究、引申探究（命题是否可以推广）等。在解题学习课或试卷讲评课的教学过程中，利用此类变式问题可使学生掌握姊妹题甚至一类题的解法，培养学生运用数学思想方法去分析问题和解决问题的能力、探究创新的能力以及灵活多变的思维能力。

示例4、在复习椭圆、双曲线的教学中，可作如下“对偶”变式问题(可由特殊到一般,或一般到特殊):
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椭圆与双曲线“对偶”问题之一：

y

若椭圆+=1a>b>0上一点对两焦点、的张角为，则的面积为btan.�

2

b

y

变式：若双曲线=1a>0，b>0上一点对两焦点、的张角为，则的面积为bcot.�

2

b
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椭圆与双曲线“对偶”问题之二：

b

求证：与两定点A、A连线的斜率之积为-的动点的轨迹为椭圆除去两定点P

a

b

变式：与两定点A、A连线的斜率之积为、的动点的轨迹为双曲线除去两定点

a
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椭圆与双曲线“对偶”问题之三：

y

已知长轴为AA的椭圆+=1a>b>0上有一动点不与AA重合，直线PA，PA分别与

椭圆右

b

准线l交于点M，N，F为椭圆的右焦点，则MFN=.X

2

y

变式：已知实轴为AA的双曲线=1a>0，b>0上有一动点不与AA重合，直线PA，

PA

b

分别与双曲线右准线l交于点M，N，F为双曲线的右焦点，则MFN=.�

2



[image: image88.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

21221

2

2

21221

2

x

FPFFPFF

a

.

x

FPFFPFF

a

.

ab

ab

ab

a

ab

b

ab

Ð=Ð=

-Ð=Ð

=

-

2

1

2

2

1

2

椭圆与双曲线“对偶”问题之四：

y

设P为椭圆+=1a>b>0上一点，F、为椭圆的左右焦点，，，则椭圆的

b

sin+

离心率e=

sin+sin

y

变式：设P为双曲线=1a>0、b>0上一点，F、为双曲线的左右焦点，，

b

sin+

，则双曲线的离心率e=

sinsin
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椭圆与双曲线“对偶”问题之五：

y

若椭圆+=1a>b>0上一点与左右焦点、构成的的内心为I，PI的延长线交直线FF�

b

PI

于点Q，则=e其中e为椭圆的离心率.�

IQ
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变式：若双曲线=1a>0，b>0右支上一点与左右焦点、构成的的旁心为I�

b

PI

位于PFF内，PI的延长线交直线FF于点Q，则=e其中e为双曲线的离心率.

IQ

注：旁心指三角形两相邻外角角平分线的交点
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椭圆与双曲线“对偶”问题之六：

y

若P为椭圆+=1a>b>0上一点，、分别为椭圆的左右焦点，线段AA为椭圆的长轴，�

则以PF

b

或PF为直径的圆与以AA为直径的圆内切.F

y

变式：若P为双曲线=1a>0，b>0上一点，、分别为双曲线的左右焦点，线段AA为�

双曲线

b

的实轴，则以PF或PF为直径的圆与以AA为直径的圆外切.�
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椭圆与双曲线“对偶”问题之七：

y112a

设直线l过椭圆C：+=1a>b>0的右焦点F，且与椭圆C相交于P、Q两点，若mP

F=nFQ,

则+=.�

mn

bb

y

变式：设直线l过双曲线C：=1a>0,b>0的右焦点F，且与双曲线C的右支相交于P

P

、Q两点，若mPF

b

112a112

=nFQ,

则+=注：若改为抛物线则结论为+=

mnmnp

b
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例如：1.已知椭圆C的焦点为F，、，，点F到相应准线的距离为过且倾斜角为P

锐角的直线与椭圆C相交于A、B两点，使得B，求椭圆C和直线l的方程.�

y

2.

已知双曲线C：=1的实轴长为4，过其右焦点F的直线l交双曲线C的右支相交于P

、Q两点，�

b

且PF，，求双曲线C和直线l的方程.�
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椭圆与双曲线“对偶”问题之八：

33

设椭圆中心在坐标原点，焦点在X轴上，离心率e=,已知点P0，到这个椭圆的点的最大

距离是7，�

22

求此椭圆方程.


3

变式：设双曲线中心在坐标原点，焦点在X轴上，离心率e=,已知点P0，1到这个双曲�

线的点的最小

2

2

距离是30，求此双曲线方程.�

5
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椭圆与双曲线“对偶”问题之九：

y

已知椭圆C：+=1，能否在椭圆C位于Y轴左侧的部分上找到一点，使点到左准线的距离

是点

3

P

到左右焦点、的距离的等比中项？若能，求出点P的坐标；若不能，说明理由.

y

变式：已知双曲线C：=1，能否在双曲线C的左支上找到一点，使点到焦点的距离是点P�

到左

144

准线的距离与点P到右焦点的距离的等比中项？若能，求出点P的坐标

；若不能，说明理由.�
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椭圆与双曲线“对偶”问题之十：

y

已知点A-2，3，设是椭圆C：+=1的右焦点，在椭圆C上求一点M，使MA+2MF

最小.�

12

y

变式：已知点A-2，3，设是双曲线C：-=1的右焦点，在双曲线C右支上求一点M，

使MA-�

9

4

MF

最小.�

5

    3.3方法变式（“一题多解”）
对于解题方法而言，当从某角度难以入手时，换一个角度试试常常会有意外的收获。观察角度的灵活多变，各种不同思路、不同方法的分析比较，是形成创新能力、创新意识的源泉。在解题学习课或试卷讲评课的教学过程中，通过有意识地精选那些可用多种思路来完成的典型题，利用方法变式可使学生准确把握解题的入手点、转折点和警戒点，培养学生灵活运用数形结合、分类讨论、函数与方程、化归与转化等数学思想以及换元法、配方法、待定系数法等数学方法去分析问题和解决问题的能力，加强复习的针对性和实效性，提高复习效率。
示例5、在复习直线与圆锥曲线的教学中，可作如下方法变式问题：
（山东卷21）、双曲线C与椭圆
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为C的一条渐近线。

（1）求双曲线C的方程； 

（2）过点
[image: image98.wmf](0,4)
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的直线
[image: image99.wmf]l

，交双曲线C于A、B两点，交
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轴于Q点（Q点与C的顶点不重合），当
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解：（Ⅰ）设双曲线方程为
[image: image104.wmf]22
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求得两焦点为
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，
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对于双曲线
[image: image108.wmf]:2
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[image: image109.wmf]3
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[image: image110.wmf]C

的一条渐近线
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双曲线
[image: image115.wmf]C

的方程为
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（Ⅱ）解法一：

[image: image1.wmf]1

2

a

=

由题意知直线
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设
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同理有：
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若
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则直线
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,

ll

\

是二次方程
[image: image140.wmf]222

16

(16)32160.

3

kxxk

-++-=

的两根.


[image: image141.wmf]12

2

328

163

k

ll

\+==-

-

，
[image: image142.wmf]2

4

k

\=

，此时
[image: image143.wmf]0,2

k

D>\=±

.


[image: image144.wmf]\

所求
[image: image145.wmf]Q

的坐标为
[image: image146.wmf](2,0)
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解法二：

由题意知直线
[image: image147.wmf]l

的斜率
[image: image148.wmf]k

存在且不等于零

设
[image: image149.wmf]l

的方程，
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下同解法一

解法三：

由题意知直线
[image: image157.wmf]l

的斜率
[image: image158.wmf]k

存在且不等于零

设
[image: image159.wmf]l

的方程：
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解法四：

由题意知直线l得斜率k存在且不等于零，设
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的方程：
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由韦达定理有：
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所求Q点的坐标为
[image: image197.wmf](2,0)
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3.4思维变式

思维变式往往指的是以上几种变式的综合，尤其是题目变式（“多题一解”）与方法变式（“一题多解”）。“数学是训练思维的体操”，在高三数学复习教学过程中，利用此类变式问题可培养学生思维的严谨性、灵活性、深刻性、敏捷性、发散性和独创性，使学生举一反三、融会贯通，从而更好地挖掘学生的潜能，提高学生的综合素质。
示例6、在复习函数性质的教学中，可作如下思维变式问题：

1、已知
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变式问题（06北京卷5）、已知
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[image: image207.wmf]1

[,1)

7


2、函数
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[image: image209.wmf][
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变式问题（05天津卷）、若函数
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3（06上海卷22）、已知函数
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（1）如果函数
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，求
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（2）研究函数
[image: image225.wmf]2
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（3）对函数
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＞0）作出推广，使它们都是你所推广的函数的特例．研究推广后的函数的单调性（只须写出结论，不必证明），并求函数
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示例7、在复习中点弦问题的教学中，可作如下思维变式问题：
设椭圆C：
[image: image235.wmf]1
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,过点P（－2，0）的直线L交椭圆C于A、B两点，求线段AB中点M的轨迹方程。

方法一：（参数法）

方法二：（设而不求法）

变式探究：

（1）改P（－2，0）分别为P（0，－2）、P
[image: image236.wmf])
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（2）当P（－2，0）恰好为线段AB的中点时，求直线AB的方程。

（3）改椭圆C分别为圆C：
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示例8、在复习抛物线中的定值问题的教学中，可作如下思维变式问题：
（试验修订本·必修P119，第7题）过抛物线
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变式探究：
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（4）设A、B是抛物线
[image: image254.wmf])

0

(

4

2

>

=

p

px

y

上原点以外的两个动点，已知OA⊥OB，OM⊥AB于M，求点M的轨迹方程，并说明它表示什么曲线？

（5）一条直线L和抛物线
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